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Sazˇetak
Tema ovog rada jest analiza gibanja srediˇsta mase zrakoplova na vec´im udaljenostima te
usporedba rezultata sa slicˇnim modelom koji ne uzima u obzir rotaciju te zakrivljenost
Zemlje. Matematicˇki model se sastoji do niza diferencijalnih jednadzˇbi koje opisuju
gibanje srediˇsta mase. Nakon sastavljanja sustava diferencijalnih jednadzˇbi koji vrijede
za bilo koji zrakoplov, prikupljeni su podaci za konkretan zrakoplov marke Boeing 747
kako bi se izracˇunale odredene aerodinamicˇke znacˇajke. Zatim je odabrana ruta na kojoj
se ocˇekuje primjetna razlika u rezultatima izmedu dva modela. Naposljetku, dobijeni
rezultati koeficijenta uzgona, otpora, kutevi penjanja, skretanja te valjanja, te putanja
gibanja srediˇsta mase zrakoplova se graficˇki prikazuju.




Topic of this final thesis is analysis of motion of center of mass of an airplane over
larger distances in comparison with similar model which does not take into consideration
roundness and rotation of Earth. Mathematical model consists of series of differential
equations which describe motion of center of mass. After compiling system of equations
that can be applied for any airplane, data for specific airplane, Boeing 747, has been
gathered to calculate certain aerodynamic specifications. Afterwards, route on which
there is noticable difference between two models has been selected. Finally, obtained
results for coefficients of lift and drag, flight path angle, heading angle and roll angle
and trajectory of motion of center of mass of an airplane are graphically presented.




Model gibanja srediˇsta mase zrakoplova u ravnotezˇnom letu primjenjuje se za pro-
cjenu performansi zrakoplova. Kod krac´ih letova dovoljno je problem razmatrati u
Kartezijevom koordinatnom sustavu vezanom za neku tocˇku na Zemlji, ali za analize
krstarenja zrakoplova na vec´im udaljenostima potrebno je uzeti u obzir i rotaciju kao i
zakrivljenost Zemlje. To se postizˇe pomoc´u izracˇuna koordinata u geocentricˇnom koor-
dinatnom sustavu te ukljucˇivanja Coriolisovog ubrzanja u jednadzˇbe gibanja.
Vazˇnost ovakvih modela ocˇituje se kroz pripremu zrakoplova za let. Kvalitetna pri-
prema leta jedan je od najbitnijih faktora za uspjesˇno obavljanje leta. Temeljni dio svake
pripreme je navigacijska priprema. Ona obuhvac´a odredivanje navigacijskih tocˇaka rute
te izracˇun navigacijskih elemenata.
U vec´ini slucˇajeva priprema traje duzˇe od samog leta, gdje je navigacijska priprema
samo jedan dio cjelokupne pripreme leta. Pozˇeljno je zato taj sustav automatizirati te
kako bi se sˇto manje vremena odvajalo na taj rutinski postupak.
Kod postojec´ih automatiziranih sustava koji opisuju gibanja srediˇste mase javlja se
odredena gresˇka na duzˇim relacijama na kojima do izrazˇaja dolaze rotacija te zakriv-
ljenost Zemlje. Cilj ovog zavrsˇnog rada je analizirati gibanje uz eliminaciju spomenutih
gresˇaka uz zanemarivanje utjecaja vjetra.
Jedan od najbitnijih faktora za operatere zrakoplova predstavlja analiza trosˇkova.
Uvijek se tezˇi smanjiti nepotrebne trosˇkove te optimizirati performanse zrakoplova.
Trosˇkovi leta se racˇunaju kao funkcija potrosˇnje goriva, vremena leta te fiksnih trosˇkova
(odrzˇavanje, pristojba) stoga je za precizne izracˇune trosˇkova nekog leta potrebno sˇto
tocˇnije poznavati elemente rute po etapama(visina leta, brzina leta) te navigacijske ele-
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mente (kurs, vrijeme trajanja etape). Ovaj pristup omoguc´io bi operatorima fleksibilnost
da lete prema svojim prioritetima kako bi ostvarili svoje ciljeve.
Kako bi ostvarili spomenute ciljeve koristit c´e se model temeljen na gibanju srediˇsta
mase zrakoplova.
2 Koordinatni sustavi
Prije opisivanja samih jednadzˇbi potrebno je odabrati prikladan koordinatni sustav
u kojem c´emo definirati jednadzˇbe. U mehanici leta zrakoplova koristi se nekoliko ko-
ordinatnih sustava [1].
Za prikaz putanje zrakoplova koristi se geocentricˇni koordinatni sustav[2]. De-
finiran na nacˇin da mu je ishodiˇste u srediˇstu Zemlje, os zE je os rotacije Zemlje us-
mjerena prema sjeveru. Os xE je u ravnini ekvatora kroz grinvicˇki meridijan. Kutna
brzina tog koordinatnog sustava je kutna brzina Zemlje a iznosi ΩE = 7.2710 · 10−5s−1
Polozˇaj srediˇsta mase letjelicu u ovom koordinatnom sustavu odreduje se modificiranim
koordinatama: λ geografska duljina, ϕ geografska sˇirina te h nadmorska visina. Pri
tome je pretpostavka da je udaljenost od srediˇsta Zemlje do njezine povrsˇine jednaka
R = 6371 km (slika 2.1).
Drugi sustav je nosˇeni koordinatni sustav. Ima ishodiˇste u srediˇstu mase letjelice
koje ima geocentricˇne koordinate λ i ϕ, os x0 je u horizontalnoj ravnini, pod azimutom
od A = pi/2. Os z0 je vertikalna prema dolje, a os y0 se odreduje kao za bilo koji desno-
kretni koordinatni sustav. (slika 2.2).
Sljedec´i je sustav koordinatni sustav letjelice. Njega cˇine glavne osi tromosti
zrakoplova. Ishodiˇste koordinatnog sustava letjelice smjesˇteno je u srediˇstu mase, os x
definirana je na nacˇin da se nalazi u ravnini simetrije zrakoplova duzˇ tijela u smjeru
leta, os z je usmjerena prema dolje, a kordinatna os y okomita je na ravninu simetrije
3
Poglavlje 2. Koordinatni sustavi 4
Slika 2.1: Koordinate u geocentricˇnom koordinatnom sustavu
zrakoplova. U odnosu na nosˇeni koordinatni sustav, koordinatni sustav letjelice definiran
je preko tri kuta:
• kut zanosa Ψ, u horizontalnoj ravnini oko osi z0,
• kut propinjanja Θ u vertikalnoj ravnini oko osi y0,
• kut valjanja letjelice Φ oko osi x0.
Za analizu i proracˇun performansi koristi se lokalni koordinatni sustav.Nije definiran
ISO standardima pa se mozˇe proizvoljno odabrati. U ovom radu je definiran tako da
mu je ishodiˇste u polaziˇsnoj tocˇki rute, s osi x koja je orijentirana prema istoku, osi y
koja je orijentirana prema sjeveru te osi z vertikalno prema gore (slika 2.3). U radu se
koristi azimut lokalnog koordinatnog sustava A = χ+ pi/2
Naposljetku, definiran je brzinski koordinatni sustav koji ima koordinatnu os xv
u pravcu brzine leta, koordinatnu os zv u vertikalnoj ravnini krzo brzinu leta prema
dolje te os y po desnom pravilu.
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Slika 2.2: Koordinate u nosˇenom koordinatnom sustavu
Slika 2.3: Koordinate u lokalnom koordinatnom sustavu
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Brzinu zrakoplova u odnosu na Zemlju nazivamo brzina leta. Njen smjer definiran je
pomoc´u dva kuta u odnosu na nosˇeni:
• kut skretanja χ, kut u horizontalnoj ravnini oko osi z0 od osi x0 do horizontalne
projekcije brzine,
• kut penjanja γ, kut u vertikalnoj ravnini od horizontalne projekcije do brzine leta
(slika 2.4).
Slika 2.4: Koordinate u brzinskom koordinatnom sustavu
2.1. Matrice transformacije
Zbog toga sˇto su jednadzˇbe gibanja srediˇsta mase zadane u viˇse razlicˇitih koordinat-
nih sustava, kao bitna stavka u proracˇunu javlja se moguc´nost prebacivanja velicˇina i
jednadzˇbi iz jednog koordinatnog sustava u drugi[3].
Da bismo mogli transformirati jednadzˇbe iz geocentricˇnog koordinatnog sustava u
kojem su zadane koordinate srediˇsta mase zrakoplova u brzinski koordinatni sustav u
kojem se racˇunaju jednadzˇbe gibanja srediˇsta mase, potrebno je izvesti matricu tran-
sformacije iz geocentricˇnog u brzinski koordinatni sustav.U zapisu matrica funkcija sinus
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zamijenjena je simbolom s, a funkcija kosinus simbolom c zbog jednostavnijeg zapisa te
preglednosti.
Prvo je potrebno izvesti matricu transformacije iz geocentricˇnog koordinatnog sustava
u nosˇeni. Ona je nastala preko tri rotacije:
• oko osi z za kut λ
• oko osi y za kut −(ϕ+ pi/2)




























cλ · sϕ sϕ · sλ −cϕ
−cϕ · cλ −cϕ · sλ −sϕ

(2.1)
Sljedec´i korak je izvod matrice transformacije iz nosˇenog u brzinski koordinatni sus-
tav. To se izvodi preko dvije rotacije:
• oko osi z za kut χ














cγ · cχ cγ · sχ −sγ
−sχ cχ 0
cχ · sγ sγ · sχ cγ

(2.2)
Konacˇno se mozˇe izvesti matrica transformacija iz geocentricˇnog koordinatnog sus-
tava u brzinski koordinatni sustav.
LV E = LV O · LOE (2.3)



























































































































   
(2.4)
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3 Model gibanja srediˇsta
mase za vec´e udaljenosti
Nakon sˇto su odredene matrice transformacija, sljedec´i korak je postavljanje mate-
maticˇkog modela gibanja srediˇsta mase.
Za pocˇetak, definirat c´e se kutna brzina rotacije Zemlje u brzinskom koordinatnom
sustavu. Kako bi dobili vrijednosti vektora kutne brzine rotacije Zemlje u brzinskom
koordinatnom sustavu, potrebno je pomnozˇiti vektor kutne brzine u geocentricˇnom ko-
ordinatnom sustavu s odgovarajuc´om matricom transformacije.









ΩE · (sϕ · sγ + cϕ · cγ · cχ)
−ΩE · cϕ · sχ
−ΩE · (cγ · sϕ− cϕ · cχ · sγ)

(3.1)
Uz poznate vrijednosti kutne brzine rotacije Zemlje u brzinskom koordinatnom sus-
tavu moguc´e je izracˇunati iznos Coriolisovog ubrzanja u uvjetima bez vjetra.
~aK = 2 · ~ΩE × ~V (3.2)
ili u matricˇnom zapisu
aK
V = 2 · Ω˜VE ·VV , (3.3)
10
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−2V · ΩE · (cγ · sϕ− cϕ · cχ · sγ)
2 · V · ΩE · cϕ · sχ
 (3.5)
Nakon sˇto je definirano Coriolisovo ubrzanje, sljedec´i korak je postaviti diferencijalne
jednadzˇbe gibanja srediˇsta mase. Ako se promotri rezultat Coriolisovog ubrzanja, da
se zakljucˇiti da se sastoji od tri komponente, to jest da ima tri projekcije po osima
brzinskog koordinatnog sustava.
Kao polaziˇsnu tocˇku u izvodu diferencijalnih jednadzˇbi gibanja srediˇsta mase zrako-
plova uzimaju se diferencijalne jednadzˇbe definirane za model u kojem je zanemarena


















(m · V · cos(γ)
dx
dt
= V · cos(γ) · cos(χ)
dy
dt
= V · cos(γ) · sin(χ)
dh
dt
= V · sin(γ)
ds
dt
= V · cos(γ)
dm
dt
= −ct · T
(3.6)
Gdje su L, T i D redom sile uzgona, potiska te otpora u brzinskom koordinatnom
sustavu. Koordinate x, y, te h koordinate su srediˇsta mase zrakoplova u lokalnom ko-
ordinatnom sustavu. Velicˇine s i m mjere prijedeni put odnosno potrosˇnju goriva.
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Postojec´em matematicˇkom modelu dodaju se komponente Coriolisovog ubrzanja te se
jednadzˇbe prilagodavaju geocentricˇnim koordinatama[5]. Kao konacˇan rezultat, mate-





























V · cos(γ) · cos(χ)








= V · sin(γ)
ds
dt
= V · cos(γ)
dm
dt
= −ct · T
(3.7)
Jednadzˇbe su izvedene uz pretpostavku da je Zemlja sfericˇnog oblika. Prema toj
pretpostavci vrijednost gravitacijskog ubrzanja uzeta je kao funkcija [7]:
g0 = 9.80616 m/s
2







U samom MATLAB kodu model je izveden na nacˇin da se u funkciji start.m za-
daju odredeni pocˇetni uvjeti. Iz pomoc´ne funkcije isoatmos.m odreduju se standardni
uvjeti atmosfere. Pomoc´u tih podataka u funkciji aero b747.m se zatim odreduju aero-
dinamicˇke karakteristike zrakoplova kao sˇto su napadni kut te kut otklona horizontalnog
stabilizatora preko osnovnih jednadzˇbi ravnotezˇnog leta. Nakon sˇto su svi podaci poz-
nati, funkcija horlet s.m definira parametre horizontalnog leta po ruti zadanoj u MA-
TLAB funkciji rutas.m. Uz poznate podatke funkcija difeq s.m izracˇunava diferencijalne
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vrijednosti brzine, kuta penjanja, kuta skretanja, koordinata polozˇaja, prijedenog puta
te potrosˇenog goriva. Te vrijednosti se u funkciji rk.m integriraju pomoc´u Runge-Kutta
integratora cˇetvrtog reda. Integrirane vrijednosti se u glavnoj skripti mpmm.m zapisuju
u matricˇni zapis kako bi se pomoc´u funkcije crtanje l.m dobili vizualni rezultati.
3.2. Ortodroma
Ortodroma (engl. orthodrome, great circle) predstavlja najkrac´i put po povrsˇini
sfere izmedu dvije tocˇke [5]. Kod prikaza rezultata korisno je prikazati najkrac´i put
izmedu dvije tocˇke na Zemljinoj povrsˇini kako bi se kvalitetnije usporedili rezultati. Za





, ϕ1 6= 0
tanϕ2·sin(λ−λ1+β)





tanϕ1 · sin(λ2 − λ1) (3.10)
4 Prikupljeni podaci
4.1. Podaci o zrakoplovu
Dosadasˇnji rad na analizi gibanja srediˇsta mase je opc´enit, te se mozˇe primijeniti na
sve zrakoplove. Za potrebe detaljne analize te usporedbe rezultata, nuzˇno je odabrati
konkretan zrakoplov.
Za predmet analize odabran je zrakoplov Boeing 747 iz razloga sˇto je to zrakoplov
koji je vec´ duzˇe vrijeme prisutan u sluzˇbi mnogih zrakoplovnih prijevoznika. Kroz godine
sluzˇbe se istaknuo kao pouzdan zrakoplov izvrsnih performansi. Prikazan je i u nekoliko
filmova pa ne cˇudi sˇto je jedan od najpopularnijih zrakoplova u povijesti zrakoplovstva.
Zahvaljujuc´i svojoj popularnosti i dugovjecˇnosti, podaci o Boeing 747 su relativno lako
dostupni, a dolet mu je dovoljno velik da zadovoljni rutu zahtjevanu u ovoj analizi.







Tablica 4.2 prikazuje vrijednosti redom; minimalnog koeficijenta otpora, koeficijenta
uzgona pri nultom napadnom kutu, gradijenta koeficijenta uzgona po napadnom kutu,
gradijenta koeficijenta uzgona pokutu otklona kormila visine, koeficijenta nultog mo-
menta, gradijenta koeficijenta momenta propinjanja po napadnom kutu te gradijenta
14
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koeficijenta momenta propinjanja po kutu otklona kormila visine. Navedeni podaci od-
nose se na krstarenje pri brzini od M = 0.9 te visini od h = 11000 m sˇto upravo odgovara
rezˇimu leta koji se promatra u ovom radu.
Ukupni koeficijenti uzgona te momenta propinjanja racˇunaju se kao:
CL = 2 · W
ρ · Sref · V 2
CD = CDmin +K · (CL − C2LminD)
(4.1)
prva jednadzˇba je izravna jednadzˇba kojom se definira koeficijent uzgona. Druga jed-
nadzˇba se dobije iz jednadzˇbe polare zrakoplova. Kako se cijeli model temelji na rav-
notezˇnom horizontalnom letu, valjda odrediti vrijednosti ravnotezˇnog napadnog kuta































4.2. Podaci o ruti
Za rutu je odabrana relacija Zagreb-London kao relativno ucˇestala relacija na kojoj
lete brojni avioprijevoznici. Dodatan razlog je taj sˇto ta ruta omoguc´uje let preko do-
voljno velike udaljenosti na kojoj bi se Coriolisov ucˇinak mogao jasno uocˇiti. Geografske
koordinate Zagreba i Londona prikazane su u sljedec´im tablicama
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Tablica 4.3: Geografske koordinate
Zagreb London
Geografska duzˇina 15 58’ 40” I 07’ 5” Z
Geografska sˇirina 45 48’ 51” S 5130’ 35” S
Nakon pretvorbe u geocentricˇni koordinatni sustav, koordinate u radijanima glase:
Tablica 4.4: Geografske koordinate
Zagreb London
Geografska duzˇina 0.280455 -0.008053
Geografska sˇirina 0.798367 0.898452
5 Rezultati analize modela
gibanja srediˇsta mase
Dobijeni rezultati c´e se prikazati usporedno za model u kojem je u obzir uzeto Co-
riolisovo ubrzanje te za model u kojem je Coriolisovo ubrzanje zanemareno. Cilj je
predocˇiti razliku izmedu modela. Kako bi se razlika sˇto laksˇe uocˇila, rezultati obje pu-
tanje c´e se prikazati u geocentricˇnom koordinatnom sustavu.
Prikazani su koeficijenti uzgona i otpora jer predstavljaju bitnu stavku u optimiziranju
rezˇima leta te smanjenju trosˇkova zrakoplova.
Slika 5.1: Koeficijenti uzgona CL i otpora CD u ovisnosti o putu, bez Cori-
olisovog ubrzanja
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Slika 5.2: Koeficijenti uzgona CL i otpora CD u ovisnosti o putu, sa Corioli-
sovim ubrzanjem
Iz prikazanih grafova da se zakljucˇiti da je razlika nepostojec´a, to jest da oba modela
jednako dobro izracˇunavaju koeficijente otpora i uzgona. To je bilo za ocˇekivati jer se
glavne razlike izmedu modela pojavljuju u diferencijalnim jednadzˇbama gibanja srediˇsta
mase, a koeficijenti uzgona i otpora izracˇunavaju se preko jednadzˇbi koje su u potpu-
nosti neovisne o tome u kojem se koordinatnom sustavu prikazuje polozˇaj zrakoplova
(slike 5.1 i 5.2).
Kao sˇto je ranije spomenuto, diferencijalne jednadzˇbe gibanja su glavna razlika
izmedu dva navedena modela. To znacˇi da c´e i velicˇine koje se izracˇunavaju izravno iz
diferencijalnih jednadzˇbi imati najvec´u razliku izmedu modela. To je posebice uocˇljivo
kod kuta skretanja, χ kod kojeg je ucˇinak Coriolisovog ubrzanja najintenzivniji. Samim
se time razlika izmedu modela koji uzima u obzir Coriolisovo ubrzanje te onog koji ga
zanemaruje, najlaksˇe uocˇava na grafu (slike 5.3 i 5.4).
Konacˇno, prikazani su rezultati gibanja srediˇsta mase zrakoplova po zadanoj ruti.
Na grafu je takoder oznacˇen Great circle kako bi se sˇto bolje procijenilo odstupanje od
idealne putanje zrakoplova.
Iz dobijenih rezultata vidljivo je da je model koji ne uzima u obzir Coriolisovo ubr-
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Slika 5.3: Kut penjanja γ, kut skretanja χ, i kut valjanja ϕ, bez Coriolisovog
ubrzanja
Slika 5.4: Kut penjanja γ, kut skretanja χ, i kut valjanja ϕ, sa Coriolisovim
ubrzanjem
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Slika 5.5: Prikaz putanje zrakoplova u modelu bez Coriolisovog ubrzanja
Slika 5.6: Prikaz putanje zrakoplova u modelu sa Coriolisovim ubrzanjem
zanje za kratke i srednje daleke rute jako tocˇan, no dolazi do razlike pri letovima na
vec´im udaljenostima. Razlika nije toliko drasticˇna, ali je uocˇlljiva.
6 Zakljucˇak
Provedene su analize dva modela gibanja srediˇsta mase. Model na kojem se temeljio
rad je bio zadan u Kartezijevom koordinatnom sustavu sa zanemarivanjem Coriolisovog
ubrzanja i zakrivljenosti Zemlje. Za pocˇetak je bilo potrebno odabrati koordinatni sus-
tav koji c´e na najlaksˇi nacˇin omoguc´iti prac´enje Zemljine povrsˇine. Uz pretpostavku da
je Zemlja sfera, odnosno da se zanemaruje razlika promjera Zemlje oko ekvatora i oko
polova, najviˇse smisla je imao sferni koordinatni sustav.
Sljedec´i zadatak nakon odabira koordinatnog sustava bio je definiranje matrica transfor-
macije. Za potrebe izvodenja matrica transformacije te veze izmedu odredenih jednadzˇbi
gibanja uvedeni su odredeni pomoc´ni koordinatni sustavi. Matrice transformacija su iz-
vedene rotacijama oko osi spomenutih koordinatnih sustava.
Gotove matrice transformacije omoguc´ile su slobodno prebacivanje jednadzˇbi gibanja iz
jednog koordinatnog sustava u drugi, kao sˇto je slucˇaj sa kutnom brzinom rotacije Zem-
lje koju je bilo potrebno prebaciti u brzinski koordinatni sustav. To je pak omoguc´ilo
izracˇunavanje Coriolisovog ubrzanja u brzinskom koordinatnom sustavu. Nakon sˇto su
diferencijalne jednadzˇbe prebacˇene u zapis koji odgovara geocentricˇnom sustavu jedino
je preostalo zbrojiti komponente Coriolisovog ubrzanja s odgovarajuc´om diferencijalnom
jednadzˇbom gibanja srediˇsta mase. Za potrebe drugog modela, nakon sˇto je provedena
transformacija u zapis koji odgovara koordinatama geocentricˇnog koordinatnog sustava,
nije bilo potrebno dodavati Coriolisovo ubrzanje.
Uz gotove jednadzˇbe gibanja, bilo je potrebno odabrati konkretan zrakoplov kako bi
se mogli proracˇunati aerodinamicˇki koeficijenti. Nakon sˇto je odabran zrakoplov Bo-
eing 747 zbog svoje popularnosti te lako dostupnih informacija o samom zrakoplovu,
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izracˇunati su aerodinamicˇki koeficijenti.
Sljedec´i korak je bilo izracˇunavanje uvjeta ravnotezˇnog leta, konkretno napadnog kuta
te kuta otklona kormila visine. Nakon toga je zadana ruta koja c´e dovoljno zorno pri-
kazati razliku izmedu dva modela. Odabir rute je uvjetovao pocˇetne uvjete kao sˇto su
pocˇetne i kranje koordinate, visina, brzina, kut skretanja.
Uz poznate sve potrebne informacije preostalo je samo integrirati diferencijalne jed-
nadzˇbe za svaku tocˇku putanje po ruti te dobivene rezultate pohraniti kako bi se mogli
vizualno prikazati.
Rezultati su potvrdili pocˇetna ocˇekivanja, oba modela su zadovoljavajuc´e tocˇnosti te
primjenjiva u stvarnim uvjetima. Prednost ovakvih modela je sˇto skrac´uju vrijeme po-
trebno za pripremu, odnosno planiranje leta uz zanemarive gresˇke. Model koji ne uzima
u obzir Coriolisovo ubrzanje pocˇinje pokazivati gresˇke tek na velikim udaljenostima, dok
model koji uzima u obzir Coriolisovo ubrzanje nema problema s tom vrstom pogresˇke.
Oba modela su dovoljno tocˇna te primjenjiva za brzu pripremu leta uz odgovarajuc´u
pogresˇku koja se javlja zbog zanemarivanja utjecaja vjetra ili drugih faktora. Ubaci-
vanje jednadzˇbi za Coriolisovo ubrzanje eliminira pogresˇku koja se javlja zbog letova
na dugim udaljenostima u smjeru koji uzrokuje velike promjene geografske sˇirine sˇto
ustvari povec´ava raspon primjene ovog modela.
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